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1 Einleitung

In diesem Experiment soll das Trigheitsmoment von verschiedenen Koérpern be-
stimmt werden. Auflerdem soll der STEINER’sche Satz verifiziert werden.

2 Theorie

Bei Rotationsbewegungen entspricht das Tragheitsmoment I der Masse m bei Trans-
lationsbewegungen. Fiir punktformige Massen m im Abstand r von einer Drehachse,
ist das Tréagheitsmoment

I=mr (2.1)

Wenn sich nun ein starrer Korper um eine feste Achse dreht, drehen sich alle seine
Messepunkte mit derselben Winkelgeschwindigkeit um dieselbe Achse. Aufsummie-
ren der Triagheitsmomente der Massepunkte liefert

I=> rimi. (2.2)
Fir Korper mit homogener Massenverteilung lasst sich diese Summe als Integral

I = /erm (2.3)

schreiben. Da r den Abstand eines Massepunktes zur Drehachse angibt, ist das Tragheits-
moment abhéngig von der Lage der Drehachse. Fiir Korper mit ausgepriagten Sym-
metrien, zum Beispiel Kugel, Zylinder, Wiirfel, ist seine Berechnung recht einfach,
wenn man sich die Symmetrie zu Nutze machen kann. Jedoch kann sie schon bei
einer parallelen Verschiebung der Drehachse weg von der Symmetrieachse relativ
schwierig werden. In diesem Fall hilft der STEINER’sche Satz

I=1Ig+m-d (2.4)

der das Tragheitsmoment I einer um die Strecke a verschobenen Drehachse eines
Korpers mit der Masse m angibt, wenn [g sein Tragheitsmoment beziiglich einer
Achse durch seinen Schwerpunkt ist. (Die Symmetrieachse geht bei Kérpern mit ho-
mogener Massenverteilung immer durch den Schwerpunkt.) Wird ein Koérper mit
Tragheitsmoment I iiber eine Drehachse mit einer Spiralfeder mit der Winkelricht-

groBle D verbunden, so fiihrt er Schwingungen mit der Periodentauer

T = 2%\/2 (2.5)
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aus. Die Winkelrichtgrofle D ergibt sich aus dem Quotienten aus dem Drehmoment
M=F.r (2.6)

das im Abstand r von der Drehachse durch eine tangential zur Drehrichtung wirken-
de Kraft I’ verursacht wird und dem dadurch bedingten Auslenkungswinkel ¢ des

Systems:

p-M 2.7)
2

3 Durchfiihrung

3.1 Eichung der Apparatur

Abbildung 1 zeigt die benutzte Messapparatur mit aufgeschraubtem Probekorper.
Zunichst miissen die Winkelrichtgrof3e D der Feder sowie das Eigentridgheitsmo-
ment Ip der Drillachse bestimmt werden. Die Winkelrichtgrof3e kann man ermitteln,
indem man die Kraft F' misst, die man aufbringen muss, um die Drillachse um einen
Winkel ¢ auszulenken. Es wird eine Messreihe erstellt in der die Kraft in Abhéngig-
keit vom Winkel und vom Abstand » von der Drillachse gemessen wird. Die Kraft
muss dabei immer tangential zur Drehrichtung orientiert sein. Es ergibt sich

_F-r
2

D 3.1)
aus (2.6) und (2.7). Nun soll das Eigentrigheitsmoment der Drillachse ermittelt wer-
den. Dazu wird auf der Drillachse eine Stange befestigt, an der im Abstand a von
der Drillachse zwei ,Punktmassen“ der Masse M angebracht sind. Es wird nun eine
Messreihe der Schwingungsdauer T in Abhéngigkeit von a erstellt. Das Tragheitsmo-
ment der beiden Punktmassen sowie der Stange muss theoretisch ermittelt werden,

dann kann man mit (2.5) Ip bestimmen.
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Abbildung 1: Darstellung der Messapparatur

3.2 Messung der Triagheitsmomente geometrischer Korper

langer, diinner Stab Kugel Zylinder
o & S
| 1 ~
12
Ig="1 IK—g m R? I= mRz Ly=m®& +1)

Abbildung 2: Tragheitsmomente einfacher geometrischer
Korper

In Abbildung 2 sind die Tragheitsmomente verschiedener einfacher Koérper angege-
ben. Um die Tragheitsmomente einer Kugel oder eines Zylinders experimentell zu
ermitteln, muss nun einfach die Periodendauer einer Schwingung gemessen werden,

um wiederum mit (2.5) das Tragheitsmoment zu bestimmen. Um das theoretische
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Tréagheitsmoment nach Abbildung 2 damit zu vergleichen, werden auflerdem noch
die geometrischen Abmessungen und die Masse der Probekorper festgehalten.

3.3 Messung des Tragheitsmoments einer Puppe

Auch das Triagheitsmoment einer Puppe kann einfach mit dem oben genannten Ver-
suchsaufbau bestimmt werden. Die theoretische Berechnung gestaltet sich hier je-
doch etwas schwieriger. Dazu werden die einzelnen ,Korperteile” als Zylinder darge-
stellt. Die Korperpartien der Puppe werden ausgemessen und aus dem gendherten
Volumen der Puppe und ihrer Masse kann dann die Dichte des Materials berech-
net werden. Das Triagheitsmoment ergibt sich dann durch Addition der einzelnen
Tragheitsmomente der Zylinder unter Zuhilfenahme des Steiner’schen Satzes.

3 DURCHFUHRUNG Seite 5



Versuch 101 Christophe Cauet
Tragheitsmomente starrer Korper Tobias Brambach

4 Auswertung

Im folgenden Abschnitt werden immer wieder Rechnungen fiir die Fehlerrechnung
benoétigt. Um das Lesen des Textes einfacher zu gestalten, sollen jetzt die wichtigsten
Formeln kurz dargestellt werden. Der Mittelwert:

1 n
7= Z 2 (4.1)
=1
Der Mittelwert ist ein Naherungswert fiir den wahren Wert einer Messreihe aus n
Einzelmessungen z;. Der Mittelwert wird in weiteren Schritten als ,wahrer Wert
der gemessenen Grofle verwendet. Er ist jedoch fehlerbehaftet. Der mittlere Fehler
des Mittelwertes:

(4.2)

gibt eben diesen Fehler der Ndherung an. Wie wir weiter unten sehen werden, korre-
liert der Wert des Eigentriagheitsmoments mit der vorher bestimmten Winkelricht-
grofle. Um die Einflussnahme des Fehlers auf die Winkelrichtgréf3e auf den endgtilti-
gen Fehler auf das Tragheitsmoments abschitzen zu konnen bedient man sich einer
Fehlerfortpflanzung. Fiir ein Produkt a von fehlerbehafteten Grof3en z und y mit
den Fehlern r,,r,,r, gilt:

a = x2my" 4.3)
T, = w/m2r§+n2r§ 4.4)

Durch diese einfache Summierung der Fehlerquadrate der einzelnen Messgrof3en (r;)
kann schnell der resultierende Fehler bestimmt werden. Der Fehler r ist ein relati-
ver Fehler. Er berechnet sich aus

p=n (4.5)
i

Fur komplexe Zusammenhénge unkorrelierter Fehler gilt die GAUSS’sche Fehlerfort-

oz \? 9
Oy = Z oz, 0y, (4.6)

pflanzung:
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4.1 Bestimmung der Winkelrichtgrofie

Zunéchst soll die in der Theorie erlduterte WinkelrichtgroBe D bestimmt werden.
Zu diesem Zweck wird das Drehmoment der Apparatur bei drei verschiedenen Win-
keln und drei verschiedenen Abstinden a der Massen!

Tabelle 1 beinhaltet die Messwerte.

vom Drehpunkt bestimmt.

a = 0.066lm | a = 0.1470m | a = 0.0860m
/2 0.38 0.12 0.30
m 1.00 0.44 0.80
31/2 1.50 0.70 1.28
Dz /o 0.015991 0.011232 0.016415
D, 0.021040 0.020592 0.021887
D32 0.021040 0.021840 0.023346

Tabelle 1: Messwerte zur Bestimmung der WinkelrichtgréfBe. Abstinde Horizontal
aufgefiihrt, Drehwinkel vertikal. Wirkende Kraft in Newton [N] und Winkelrichtgrof3e
D in [Nm)].

Zur weiteren Berechnung dient jetzt der Zusammenhang D = %. Die Mittelwertbil-
dung nach Formel (4.1) und eine Fehlerberechnung nach (4.2) und (4.5) liefert fiir die
Winkelrichtgrofle:

D = (0.02162 = 0.00040)Nm
0.02162(1 £ 0.019)Nm

Hierbei wurden, die sich aus den Gréfen fiir eine Auslenkung von 7 /2 ergebenden
Werte aufgrund ihrer groB3en Abweichung nicht mit beriicksichtigt. Es ist davon aus-
zugehen, dass das verwendete Messgerit in diesem Messbereich nur unzureichend
genaue Werte liefert.

4.2 Bestimmung des Eigentrigheitsmoments der Drehachse

Es muss jetzt noch eine weitere charakteristische Grofle, ndmlich das Eigentriagheits-
moment I, der Messapparatur bestimmt werden. Zu diesem Zweck werden in unter-
schiedlichen Absténden a, symmetrisch zur Rotationsachse, Massen mit m = 0.229kg
angebracht und jeweils die Periodendauer der Schwingung notiert. Tabelle 2 bein-
haltet die gemessenen Werte.

!Die beiden Massen wurden symmetrisch zur Drehachse beide im Abstand a, gemessen von Mittel-
punkt zu Mittelpunkt, an der Stange angebracht.
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amm] | T'[s]-5
80 12.31
100 12.75
120 13.75
140 14.46
160 15.44
180 16.44
200 17.53
220 18.62
240 19.72
260 20.75

Tabelle 2: Messwerte zur Bestimmung des Eigentrigheitsmoments der
Versuchsapparatur.

Abbildung 3 zeigt die gemessenen Werte. Es ist hierbei das Periodenquadrat gegen
das Quadrat des Abstandes aufgetragen. Die lineare Regression wurde mit ORIGIN
7.5 durchgefithrt und liefert fiir den gesuchten y-Achsenabschnitt einen Wert von
A = 4.800s” mit einem absoluten Fehler von +0.058s> und einem relativen Fehler von
1.2%. Die dem Fit entsprechende Funktion erhilt man durch eine Kombination aus
Formel (2.5) und dem STEINER’schen Satz:

Is+m-a2
T = omy /=T
m D

472 472
T2 _— %Is—i- WDmCLQ

mit dem eben bestimmten y-Achsenabschnitt A = %Is. Einfaches Umstellen fiithrt
dann auf I, = Z‘TDQ und das Tragheitsmoment lasst sich auf

Is = (0.002629 £ 0.000058)kgm?
= 0.002629(1 4 0.022)kgm?

bestimmen. Der Fehler berechnet sich in diesem Fall tiber eine Fehlerfortpflanzung
nach GAUSS (siehe Formel (4.4)), da der Fehler der Winkelrichtgrof3e mit beriicksich-

i . — 2 2
tigt werden muss: r;, = m_
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Abbildung 3: Messwerte und Ausgleichsgerade zur Bestimmung des
Eigentragheitsmoments
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4.3 Bestimmung von Triagheitsmomenten

Zur theoretischen Bestimmung der Tragheitsmomente dienen die in Abbildung 2 auf-
gefiihrten Formeln. Es ergeben sich daraus fiir die regelméfBigen Korper der Massen:
Miugel = 0.8132kg, mzyiinder = 0.3690kg, mgtange = 0.0927kg folgende Tragheitsmomen-
te:

Iugel = (0.0015450 + 0.0000029)kgm?
= 0.0015450(1 # 0.0019)kgm?
Izgtinder = (0.00044888 £ 0.00000046)kgm?

= 0.000044888(1 + 0.0010)kgm?
Istange = (0.00278 + 0.000059)kgm?
= 0.00278(1 + 0.21)kgm?

Die der Berechnung zugrunde liegenden geometrischen Abmessungen sind Tabelle

3 enthalten. Die Fehler berechnen sich nach GAUSS mit der Formel (4.4) bzw. (4.6):

iz = 2:7r und OSange = m\/(g)z 0%+ (é)2 o7 mit rp als dem Fehler auf den Radius

von Kugel bzw. Zylinder, oz und o, sind die absoluten Fehler auf die Abmessungen

der Stange.

Stange Kugel Zylinder

() [mm] ¢[mm] ()[mm)] () [mm] {[mm]
4.95 599.78 138.12 98.80 99.10
5.00 600.00 138.00 98.60 99.30
5.00 600.00 138.02 98.50 99.25
5.00 599.92 137.56 98.65 99.10
5.00 599.68 137.48 98.70 98.90

4.990 £ 0.010 | 599.886 = 0.063 | 137.84 & 0.13 | 98.650 £ 0.050 | 99.130 £ 0.070

Tabelle 3: Abmessungen der Korper inkl. Mittelwert und absolutem
Fehler.

Experimentell ldsst sich das Triagheitsmoment iiber die Schwingungsdauer T des
Systems bestimmen.
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Stange Kugel Zylinder Puppe I Puppe 11
T[s] - 10 T[s] - 10 T[s] - 10 T[s] - 10 T[s] - 10
21.72 16.66 8.25 9.59 6.62
21.81 16.59 8.35 9.41 6.63
21.59 16.75 8.38 9.63 6.69
21.52 16.63 8.41 9.56 6.63
21.72 16.66 8.31 9.50 6.65
22.04 16.62 8.37 9.53 6.57
22.00 16.69 8.50 9.53 6.59
21.85 16.66 8.34 9.41 6.66
21.81 16.75 8.59 9.53 6.65
21.91 16.63 8.38 9.47 6.56
2.1797 £ 0.0052 | 1.6664 £ 0.0017 | 0.8388 £ 0.0030 | 0.9516 £ 0.0023 | 0.6625 £ 0.0013

Tabelle 4: Schwingungsdauer der verwendeten Korper. Au3erdem

Mittelwert und absolutem Fehler auf eine Periode.

Es folgt nun die Berechnung der Trigheitsmomente tiber die bereits in der Theorie
hergeleitete Formel (2.5): I = o7? mit a = %. Mit den in Tabelle 4 aufgefiihrten

Periodendauern T kénnen die Trigheitsmomente nun auf:

IKugel

IZylinder

I Stange —

(0.001521 = 0.000028)kgm?
0.001521(1 + 0.019)kgm?
(0.0003854 =+ 0.0000077)kgm?
0.0003854(1 + 0.020)kgm?
(0.002602 = 0.000050)kgm?
0.002602(1 4 0.019)kgm?

bestimmt werden. Die Berechnung des Fehlers erfolgt wiederum iiber Formel (4.4):

T =

\/7% + 4 - r2. Das Eigentriagheitsmoment wird hier nicht beriicksichtigt, in der

anschlieBenden Diskussion soll erlautert werden warum wir auf diesen Schritt ver-

zichtet haben.

AuBerdem soll jetzt noch das Tragheitsmoment zweier Holzpuppen bestimmt wer-

den. Die Berechnung anhand der experimentell ermittelten Daten erfolgt analog zum

4 AUSWERTUNG
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voran gegangenen Teil:

Ipupper = (0.000496 + 0.0000095)kgm?
0.000496(1 £ 0.019)kgm?
Ipuppez = (0.0002404 4 0.0000046)kgm?
0.0002404(1 + 0.019)kgm?

Die theoretische Berechnung gestaltet sich etwas aufwendiger. Abbildung 4 zeigt die
beiden verwendeten Konfigurationen, die im folgenden mit “Puppe 1” und “Puppe 2”

bezeichnet werden.

Abbildung 4: Holzpuppe mit beweglichen Gliedern zur Bestimmung des
Tragheitsmoments. Links: “Puppe 1”7, Rechts: “Puppe 2”

Die theoretischen Werte des Tragheitsmoments der Puppe berechnen sich aus der Su-
perposition der Einzeltriagheitsmomente. Fiir beide Konfigurationen gleich sind die
Tragheitsmomente von Kopfund den drei Torsoteilen mit den Radien Ry, Rr1, Ro, Rrs.
Alle Korperteile werden als Zylinder aproximiert, wobei die Drehachse der vier gera-
de genannten entlang der Symmetrieachse liegt. Nach Abbildung 2 gilt

R2

I 11,172,173 = m— 4.7)

Das Triagheitsmoment der Arme, kann mit Hilfe des STEINER’schen Satzes berechnet
werden. Der Abstand der Drehachse vom Schwerpunkt der ,Armzylinder” ergibt sich
aus dem Torsoradius Ry3 und der Armléinge /4 als aq = Rp3 + £4/2. Es folgt dann

R2 2
IA:mTA+£+ma§1 (4.8)

fiir jeweils einen Arm. Fiir Puppe 1 ist der Abstand der Drehachsen der Beine (Linge
¢p, Radius Rp) zu den parallelen Achsen durch den Schwerpunkt ap, = ¢5/2, analog
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zum Tragheitsmoment der Arme gilt dann

R%, 02
Igi=m (B + B) + maQBI. 4.9)

4 12
Bei Puppe 2 ist der Abstand der Symmetrieachsen der Beine von der Drehachse ge-
geben durch ags = Rpy. Es folgt fiir das Tragheitsmoment

Ry, 0
Ips = m—= 4+ mapgy.

4.10
2 ( )
Das Tragheitsmoment /p,,,., von Puppe ¢ ist dann

Ipuppe; = Ik +Ir1 + 1o+ I3 +2 - Ipi +2- 14, (i = 1,2). (4.11)

Zur Berechnung der Massen der einzelnen Komponenten der Puppe wird zuerst das
Gesamtgewicht mcesamt = 135.0g bestimmt. Uber die Abmessungen der Puppe wird
nun das Volumen der Einzelteile und das Gesamtvolumen V = 0.00026m? errechnet
um anschlieBend die Dichte? der Holzpuppe angeben zu kénnen:

_ MGesamt

v 4.12)

k
— 528.01—2.
m

Die Einzelmassen sind jetzt mit den Teilvolumina und der Dichte des leicht zu ermit-
teln: m; = p - V;. Auf Fehlerrechnung wird verzichtet, da durch die angenommenen
Niherungen schon ein grofler systematische Fehler vorliegt. Die verwendete Formel
zu Berechnung der Volumina der Zylinder lautet: V' = 7r?h. Tabelle 5 beinhaltet die
berechneten Werte. Fiir die Tragheitsmomente bekommen wir die dann

Ipupper = 0.000516 kgm?
Ipuppe2 = 0.000249 kgm?

In Tabelle 6 sind die einzelnen Messwerte abzulesen. Aullerdem der gemittelte Wert
der anschlielend zur Berechnung der “Zylinder” verwendet wird.

Bein Arm Torso 1 Torso 2 Torso 3 Kopf
Vim?] | 3.26-107° | 2.25-107% | 4.20-107° | 7.56-107% | 6.58-107% | 3.02- 1075
m[kg] 0.0172 0.0119 0.0222 0.0040 0.0347 0.0159

Tabelle 5: Volumina der einzelnen Komponenten der Puppe und deren

Massen.

2Der Kérper wird hier dann natiirlich als homogen angenommen.
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Bein Arm Torso 1 Torso 2 Torso 3 Kopf
Ipy, [kng] 0.000136 | 0.000116 | 0.0000042 | 0.0000003 | 0.0000075 | 0.0000014
Ipy, [kng] 0.0000022 | 0.000116 | 0.0000042 | 0.0000003 | 0.0000075 | 0.0000014

Tabelle 6: Tragheitsmomente der einzelnen Komponenten der Puppe.

Bein Arm Kopf

Omm] | mm] | @mm] | ¢(mm] | @[mm] | {[mm]
16.25 153.60 13.65 137.00 | 20.20 56.00
15.95 | 153.20 | 16.10 | 139.50 | 25.05 55.30
20.30 | 155.00 11.60 139.40 | 30.00 55.80
11.90 156.65 15.50 140.45 31.20 54.15
15.45 | 152.80 | 11.60 | 140.65 | 31.40 55.80
17.30 | 154.55 9.65 139.25 | 30.20
12.35 152.45 17.20 137.80 28.55
16.40 154.15 16.85 137.15 | 26.60
17.25 152.50 16.56 138.05 | 23.55
21.05 153.00 15.10 137.20 | 16.60
16.42 153.79 14.38 138.65 | 26.34 55.41

Torso 1 Torso 2 Torso 3

Omm] | ¢(mm] | @G[mm] | ¢mm] | Omm] | {[mm]
38.60 35.00 25.30 13.90 38.05 49.00
41.70 35.25 26.30 15.10 43.70 49.10
36.50 35.05 25.50 14.45 42.30 48.50
39.00 34.85 26.60 13.95 40.35 48.30
39.55 34.85 25.85 14.25 42.65 49.40
39.07 35.00 25.91 14.33 41.41 48.86

Tabelle 7: Abmessungen der Holzpuppe inkl. Mittelwert

5 Diskussion

Die Berechnung des Eigentréigheitsmoments der Versuchsapparatur dient im Regel-
fall dazu, die daraus resultierende Komponente am Gesamttrigheitsmoment fiir die
zu messenden Korper zu eliminieren. Zu diesem Zweck muss allerdings das uber die

lineare Regression in Kapitel 4.2 bestimmte Eigentridgheitsmoment noch um das aus
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der Stange resultierende Tragheitsmoment bereinigt werden. Es zeigt sich jedoch,
dass dieses sich nur mit einem relativen Fehler von tiber 20% theoretisch berechnen
lasst (siehe Kapitel 4.3). Der Fehler auf das Eigentridgheitsmoment wichst, da es
sich um eine Summe handelt, im Folgenden auf iiber 350%. Aufgrund dieser Tatsa-
che haben wir auf die Bereinigung verzichtet. Tabelle 7 vergleicht die experimentell
bestimmten Werte mit den theoretischen Triagheitsmomenten.

Stange Kugel | Zylinder | Puppe 1 | Puppe 2
exp. Tragheitsmoment: | 0.002602 | 0.001521 | 0.000385 | 0.000496 | 0.000240
theor. Tragheitsmoment: | 0.002780 | 0.001545 | 0.000449 | 0.000516 | 0.000249
absolute Differenz: | 0.000178 | 0.000024 | 0.000063 | 0.000020 | 0.000009

rel. Differenz zur Theor.: | 6.39% 1.55% 14.14% 3.92% 3.44%

Tabelle 8: Vergleich der experimentell ermittelten Werte mit den
theoretisch Errechneten.

Alle gemessenen Tragheitsmomente, sowohl fiir die geometrischen Korper, als auch
fiir die Puppenn bestétigen die Theorie weitesgehend. Aus den in Tabelle 7 darge-
stellten Differenzen lasst sich das Eigentragheitsmoment der Apparatur grob auf
10~*kgm? abschitzen. Es ist deutlich zu erkennen, dass die ermittelten Fehler, vor
allem auf den Zylinder und die beiden Puppen damit stark abnehmen wiirden. Es
muss auch die Uberlegung angestellt werden, ob es sinnvoller gewesen wiire, nicht
den Torso weiter zu unterteilen, stattdessen aber die Arme und Beine der Puppe,
speziell in der ersten Konfiguration, da diese sich nach aussen stark verjiingen. Die
Approximation der einzelnen Puppenglieder als Zylinder, beinhaltet in jedem Fall
einen groflen systematischen Fehler, so dass wir hier auf eine Fehlerrechung verzich-
tet haben. Weitere Fehlerquellen kénnen Inhomogenitidten sein, beispielsweise die
Metallachsen in Zylinder und Kugel, die wahrscheinlich einen groflen Anteil an der
Gesamtmasse haben und so den Theoriewert unberiicksichtigt beeinflussen.
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